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1 序文
本論文は J.O’Hara氏による，Morse functions on configuration spaces of planar link-

ageという論文の解説をすることを目的としている.

平面上を移動するロボットの配位空間について考える．そのロボットは長さが 2のn本
のアームを持つ．アームの中心には回転する継ぎ目があり，アームの端点は半径Rの
円周上に等しく n個固定されている．ロボットの配置は以下の図のようになっている．
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図 1.1:

このような平面的なメカニズムを持つロボットの配位空間について考える．ロボット
の配位空間をMn(R)とする．陰関数の定理を用いて，Mn(R)が多様体であることを
証明する．さらにこの位相型をモースの定理を使うことで与えることにより，Mn(R)

の種数を決定する．
以上の方法により導かれた定理が以下の２つの定理である．

定理 1.1 (Toma)配位空間M2(R)は 0 < R < 1の時に種数 4の向き付け可能な面と微
分同相であり，1 < R < 2の時に球面と微分同相である.

定理 1.2 (O′Hara)配位空間Mn(R)は 0 < R < 1の時,向きつけ可能な 1 − 2n−1 +

n2n−3 + n2n−1個の種数を持つ閉曲面と微分同相であり，1 < R < 2の時に向きつけ可
能な 1 − 2n−1 + n2n−3個の種数を持つ閉曲面と微分同相である.
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次に本論文の構成について述べる．第 2章では配位空間を定義する．第 3章では多
様体の判定条件と陰関数定理とモースの定理を挙げる．第 4章では，まず陰関数定理
を使い配位空間が多様体であることを証明する．次に配位空間におけるモース関数の
臨界点を求める.そして,モース関数のHesse行列の指数を求めて種数を調べる.

最後にこの論文を作成するにあたり，ご多忙にも関わらずにご丁寧にご指導いただき
ました片桐民陽先生と論文作成にあたりいろいろとお世話いただいた小林毅先生に深
く御礼申し上げます．
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2 問題設定と配位空間の定義
平面上を移動するロボットの配位空間について考える. そのロボットは回転する継ぎ

目を持ち，端点が固定されているアームを持つ. さらにアームは交わることができるも
のとする. ロボットは n個のアームを持つ.そのアームの長さは 2でありアームの中央
に継ぎ目がある場合について考える. またアームの端点は半径Rの円周上に等しく n

個配置されている. ロボットのリンケージの配位空間をMn(R) = {(C,N1, . . . , Nn) ∈
(R2)

n+1
; |NkC| = |BkNk| = 1(k = 1, . . . , n)} で表す. ロボットの本体をC(x, y)と表す.
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図 2.2:

　

Bk = (uk, vk) =

(
R cos

2(k − 1)π

n
,R sin

2(k − 1)π

n

)
　Bkは固定されたアームの端点，Nkはアームの継ぎ目を表している,それぞれの座標
をBk = (uk, vk)Nk = (pk, qk)とする．

k = 1, 2, . . . , 2nに対して関数 fk : R2(n+1) → Rを以下のように定義する.

f2j−1(x, y, p1, q1, . . . , pn, qn) = |NjC|2 − 1 = (x − pj)
2 + (y − qj)

2 − 1

f2j(x, y, p1, q1, . . . , pn, qn) = |BjNj|2 − 1 = (pj − uj)
2 + (qj − vj)

2 − 1

また，関数 F : R2(n+1) → R2nを以下のように定義する.

F = (f1, f2, . . . , f2n)

　更に,平面のリンケージにおける配位空間Mn(R)を以下のように定義する.

Mn(R) = {(C,N1, . . . , Nn) ∈ (R2)
n+1

; |NkC| = |BkNk| = 1(k = 1, . . . , n)}(2.1)

= {x = (x, y, p1, q1, . . . , pn, qn) ∈ R2(n+1); F (x) = 0} (2.2)
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　ここで，Rが固定されている時にはMn = Mn(R)と表す.さらにベクトル ak, bkを
以下のように定義する. 　 k = 1, . . . , nに対して

ak =
−−→
NkC = (x − pk, y − qk)

bk =
−−−→
BkNk = (pk − uk, qk − vk)

　xにおいて F の Jacobi行列 ∂F (x)は以下のようになる.

∂F (x) =



a1 −a1 0
b1

a2 −a2

b2

. . . . . .

an −an

0 bn


k = 1, . . . , nに対して ∂F (x)のｋ行目を ∂fk(x)と表す. このとき x ∈ Mnである

ための必要十分条件は k = 1, . . . , nに対して |ak| = |bk| = 1であり,　 x ∈ Mのとき
fj 6= 0が成り立つ.

注意 2.1 R = 2のときMn(R)は 1点から成る集合でR > 2のときMn(R) =である.

よって 0 < R < 2, R 6= 1と仮定する.
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3 準備
　

定理 3.1 陰関数の定理　
　 f : Rm×Rnを縦軸Rn

0 に制限した写像 f |Rn
0 : Rn

0→Rnの.点 y0におけるヤコビ行列
J(f |R0

n)y0が正則行列なら.横軸Rm
0 における x0の開近傍WとCr級写像ϕ : W → Rn

が存在して.次の (1)(2)が成り立つ

1. 任意の x ∈ W について，f(x, ϕ(x)) = z0,

2. (Jϕ)x0 = −J(f |Rn
0 )y0

−1J(f |Rm
0 )x0

ただしヤコビ行列はRm,Rnの自然な座標に関して計算するものとする.

陰関数の定理を用いると次の定理が成り立つ.

定理 3.2 f : Rm → RkをC∞級関数,

M = {x ∈ Rm|f(x) = 0}

とする.このとき任意の p∈Mに対して

rank(Jf)k =


∂f1

∂x1

. . .
∂f1

∂xm

. . . . . . . . .

∂fk

∂x1

. . .
∂fk

∂xm

 = k

ならばMは (m − k)次元C∞級多様体となる.

閉曲面に対するモースの定理について述べる．

定理 3.3 モースの定理 (閉曲面の場合)　
　Mを向き付けられた閉曲面とし，χ(M)をMのオイラー数とし，gをMの種数と
する．f ;M → Rを非退化な臨界点を持つ C∞級関数とする．α0を f の極小点の数，
α1を鞍点の数，α2を極大点の数とするときχ(M) = 2−2g = α0−α1 +α2が成り立つ．
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4 配位空間のトポロジー
命題 4.1 ∂F のヤコビ行列 Fの x ∈ F−1({0})における階数は 2nである.

証明

ak =
−−→
NkC = (x − pk, y − qk) (4.3)

bk =
−−−→
BkNk = (p − uk, qk − vk) (4.4)

とおく.

∂F (x) =



a1 −a1 0 · . . . 0

0 b1 −a2 0 . . . 0

a2 0 . . . 0

0 . . . . . . . . . . . . 0

an 0 . . . . . . . . . −an

0 . . . . . . . . . . . . bn


ある x ∈ F−1({0})が存在して rank F (x) < 2nであるとする.

∂fk(x) =

(
∂fk

∂x
,
∂fk

∂y
, . . . , . . . ,

∂fk

∂qn

)
とおく.

仮定より，∂f1(x), ∂f2(x), . . . , . . . , ∂f2n(x)は一次従属である.

　よってある (c1, c2, . . . , c2n) 6= (0, . . . , 0) 存在して
c1∂f1(x) + c2∂f2(x) + . . . + c2n∂f2n = 0

が成り立つ.

　これより，

c1a1 + c3a2 + . . . + . . . + c2n−1an = 0 (4.5)

−c2j−1aj + c2jan = 0 (j = 1, . . . , n) (4.6)

(4.7)

となる.
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もし全ての j = 1, . . . , nに対して c2j−1 = 0ならば c2j = 0となり，c1 = c2 = . . . =

c2n = 0より仮定に矛盾する.よってある j ∈ 1, 2, . . . , nが存在して c2j−1 6= 0である.

　この時 |aj| = |bj| = 1より，aj = ±bjが成り立つ.

aj =
n∑

i6=j

(
c2j−1

c2i−1

)
ai

jと異なる iが存在して c2i−1 6= 0が成り立ち，ai = ±biとなる
　 aj = ±bjかつ ai = ±biが成り立つということは 2本のアームが折れ曲がる，もしく
は同じベクトルに伸びるという配置を取る．いずれの配置も 0 < R < 1の場合に幾何
学的にあり得ないので矛盾する.

　以上により，全ての x ∈ F−1({0})に対して rank F (x) = 2nが成り立つ.

系 4.2 配位空間Mn(R) = F−1({0)}はR(2n+2)内の向き付け可能なコンパクトで境界
のない連結な 2次元部分可能多様体である.

証明 F : R2n+2 → R2nが与えられF−1({0}) = Mn(R)である．∂F (x) = 2nであるの
でMは (2n + 2) − (2n) = 2で 2次元多様体であることがわかる．更に，Mは有界閉
集合であることがわかるのでMは向き付け可能な閉曲面であり，Mn(R)は連結であ
る．よって系が証明される．

定理 4.3 (Toma)配位空間M2(R)は 0 < R < 1の時に種数 4の向き付け可能な面と微
分同相であり，1 < R < 2の時に球面と微分同相である.

Mn(R)上のモース関数を構成しながら定理 1.1の証明を与える.

命題 4.4 モース関数 ψ : Mn(R) → R を ψ(x, y, p1, q1, p2, q2) = yとしてM2(R)上に
構成する.

　関数ψの臨界点の数と指数はRが 1より大きいかそれ以下であるかによって決まる.

1. 1 < R < 2で指数 0か 2の時，臨界点は 1個

2. 0 < R < 1で指数 0の時臨界点は 1個
指数 1の時，臨界点は 8個
指数 2の時，臨界点は 1個
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証明 空間< ∂fk(x) >を ∂f1(x), ∂f2(x), ∂f3(x), ∂f4(x)によって張られた線形空間R6

であるとする.M2Rの接平面空間TxM2(R)はxにおいて< ∂fk(x) >と直交している．
M2(R)上のx = (x, y, p1, q1, p2, q2)はベクトル ∂ψ(x) = (0, 1, 0, 0, 0, 0)が TxM2(R)と
直交している時に限り ψの臨界点となる.

　つまり，xが ψの臨界点であるということは，以下の二点を満たす

1. ψ(x) /∈ TxM2(R)

2. ψ(x) ∈ span(∂f1, ∂f2, ∂f3, ∂f4)

　今，e2 = (0, 1)とすると，ψ(x) = (e2, 0, 0)となる. M2(R)上のx = (x, y, p1, q1, p2, q2)

はベクトル ∂ψ(x) = (e2, 0, 0)が TxM2(R)と直交している時に限りψの臨界点となる
とは，(e2, 0, 0)が span < fk(x) >=< (a1,−a1, 0), (0, b1, 0), (a2, 0,−a2), (0, 0, b2) >に含
まれているときに限る，ということである.

　つまり，

ψ(x) = (e2, 0, 0) = c1(a1,−a1, 0) + c2(0, b1, 0) + c3(a2, 0,−a2) + c4(0, 0, b2)

⇔
e2 = c1a1 + c3a2 − c1a1 + c2b1 = 0 − c3a2 + c4b2 = 0

　これらを同時に満たしているという事になる. よって xは以下の３点を満たしてい
る時のみ臨界点になる.

1. a1 = ±e2かつ a1 = ±b1

2. a2 = ±e2かつ a2 = ±b2

3. a1 = ±b1かつ a2 = ±b2かつ a1 6= ±a2

　 1 < R < 2の場合，上の式の 1, 2式は幾何学的にあり得ない. 0 < R < 1の時のみ
1,2は成り立ち 0 < R < 2の場合は 3が成り立つ．
　 3式の場合を考える. 臨界点 xの座標は以下のようになる.

x = (x, y, p1, q1, p2, q2) (4.8)

=

(
0,±

√
4 − R,

R

2
,±1

2

√
4 − R2,−R

2
,±1

2

√
4 − R2

)
(4.9)

　上の式は±の部分で全て正になるか負になるかどちらかである，よって臨界点xは
２個存在することがわかる.
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補題 4.5 x0 =

(
0,
√

4 − R,
R

2
,
1

2

√
4 − R2,−

R

2
,
1

2

√
4 − R2

)
とすると，x0は，指数 2

の ψの臨界点である.

証明 　上のように臨界点が与えられているときの配置は以下の図のようになる.

B

C

B

N N

12

(x,y)

2 1

図 4.3:

　x0 ∈ Mn(R)の近傍においてM2(R) = F−1({0})の局所座標となる関数 ξ = ξ(x)

と η = η(x) を定義する.

　ただし，ξ = ξ(x0)と η = η(xo) , f1(x0) , f2(x0) , f3(x0) , f4(x0)によって張られた
線形空間 R6の次元が 6の時に限る. ξiは i = 1, 2に対して bi =

−−→
BiNiの x座標とし

(ξ1, ξ2) = (P1 −R,P2 + R)とする. また (ξ1, ξ2)はx0の周りにMn(R)の局所座標を持
つ事を意味する.

ρ = |N1N2|

ρ =

√
(2R + ξ1 − ξ2)

2 +

(√
1 − ξ2

1 −
√

1 − ξ2
2

)2

なぜならば，N1 = (p1, q1),N2 = (p2, q2)より，
　

|N1N2| =

√
(p1 − p2)

2 + (q1 − q2)
2

p1 − p2 = ξ1 − ξ2 + 2R
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q1 =

√
1 − ξ1

2, q2 =

√
1 − ξ2

2

より

q1 − q2 =

√
1 − ξ1

2 −
√

1 − ξ2
2

　以上により，

ρ =

√
(2R + ξ1 − ξ2)

2 +

(√
1 − ξ2

1 −
√

1 − ξ2
2

)2

=

√
(p1 − p2)

2 + (q1 − q2)
2

= |N1N2|

であることがわかる.

次に x0の近傍において.モース関数 ψを構成する．
この時，次の図のようにアームの配置を少しずらすことにより点 Cの y座標を求め
ることが出来る．

B2 B1

C

N

N

2

1

(x,y)
a

b

c

d

図 4.4:

上の図において三角形 caC と三角形N2bN1が相似であることを利用する．ψ = y

は ξ1,ξ2より
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1

2

(√
1 − ξ1

2 +
√

1 − ξ2
2
)
は直線 cdの長さ,

2R + ξ1 − ξ2

ρ

√
1 − ρ2

4
は直線 acの長さで

あることを利用するとモース関数は次のようになる.

y = ψ(ξ1, ξ2) =
1

2

(√
1 − ξ1

2 +

√
1 − ξ2

2

)
+

2R + ξ1 − ξ2

ρ

√
1 − ρ2

4
(4.10)

(1.3)はC(x, y)の y座標を示しており.ψ(ξ1, ξ2)はMn(R)上のモース関数である.

Hijをxにおける ψのHesse行列Hの ij成分をHij =
∂2ψ

∂ξiξj

(
−

R

2
,
R

2

)
とする．

∂2ψ

∂ξ1
2 = −

(
1 − R2

4

)− 3
2

∂2ψ

∂ξ2
2 = −

(
1 − R2

4

)− 3
2

　いま 1 < R < 2なので上の値は負になる．

　
∂2ψ

∂ξ1∂ξ2

=
∂2ψ

∂ξ2∂ξ1

= 0より

H11 = H22 = −

(
1 −

R2

4

)− 3
2

< 0

H12 = H21 = 0

H =


−

(
1 −

R2

4

)− 3
2

0

0 −

(
1 −

R2

4

)− 3
2
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ψ(ξ1, ξ2)の対角成分に負のものが２個あるので臨界点x0の指数は 2であることがわ
かる.　
　これにより証明が出来た.

　同様にして x0 =

(
0,−

√
4 − R2,

R

2
,−

1

2

√
4 − R2,−

R

2
,−

1

2

√
4 − R2

)
についても計算

する. 　この場合の配置は以下の図のようになる．

C(x,y)

N2(p2 q2, ) N1(p1 q1, )

B2 B1

図 4.5:

x0が上のように与えられている．この時
−−−→
B1N1の x座標を ξ3.

−−−→
B2N2の x座標を ξ4

とする.

ρ = |N1N2| =

√
(2R + ξ3 − ξ4)

2 +

(√
1 − ξ3

2 −
√

1 − ξ4
2

)2

であるから x0におけるモース関数 ψ(ξ3, ξ4) = yは以下のようになる．

ψ(ξ3, ξ4) = −
1

2

(√
1 − ξ3

2 +

√
1 − ξ4

2

)
−

2R + ξ3 − ξ4

ρ

√
1 − ρ2

4

H =


(

1 −
R2

4

)− 3
2

0

0

(
1 −

R2

4

)− 3
2


Hijは対角成分が正なので．臨界点 x0は指数が 0である事が示せた．
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補題 4.6 x1 = (R, 0, R, 1, 0,
√

1 − R2)として臨界点 x1の指数は 1である．

証明 命題 1.2の (1)a1 = ±e2, a1 = ±b1の場合の臨界点
x1は 0 < R < 1の時 x1 = (R, 0, R, 1, 0,

√
1 − R2)となる．配置は以下のようになる．

B2

N1

B =C(x,y)

N2

1

図 4.6:

前の補題と同様に考える．
ψ = yとする．(ξ1, ξ2) = (p1 − R, p2 + R)とすると

ψ(ξ1, ξ2) =
1

2

(√
1 − ξ1

2 +

√
1 − ξ2

2

)
− 2R + ξ1 − ξ2

ρ

√
1 − ρ2

4

となる．
　次にこの ψ(ξ1, ξ2)の x1におけるHesse行列Hを求めると,

H11 = 0, H22 < 0

　より Hesse行列の対角成分に負のものが 1個存在することから，指数が１である事
がわかる．

定理 4.7 (O′Hara)配位空間Mn(R)は 0 < R < 1の時,種数が向き付け可能な 1 −
2n−1 + n2n−3 + n2n−1 の閉曲面と微分同相であり．1 < R < 2の時向き付け可能な
1 − 2n−1 + n2n−3個の種数を持つ閉曲面と微分同相である．

　 n = 6のときに制限して考える．
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命題 4.8 xにおける F の Jacobi 行列 ∂F (x)の階数は F−1({0}) = M6(R)である時に
12である．

証明 　 0 < R < 2で,関数 fk : R2(6+1)→Rを定義する．∂fk(k = 1, . . . , 12)が一次従
属であると仮定する．

F = (f1, f2, . . . , . . . , f12)

とする．
　つまり零行列でない行列 (c1, c2, . . . , c12)が存在して

∑12
k=1 ck∂kfk = 0が成り立つと仮

定する．

ak =
−−→
NkC,　 bk =

−−−→
BkNk

であるとき,

∂f1 = (a1,−a1, 0, . . . , 0)

∂f2 = (0, b1, 0, . . . , 0)

∂f3 = (a2, 0,−a2, 0, . . . , 0)

. . .. . .

∂f12 = (0, . . . , 0, 0, b6)

となる．
　 c1, . . . , c12のうちで ci (iは奇数),　 cj (jは偶数)とする．

　もしも，すべての ciが 0であるならば，すべての cj は 0となり c1, c2, . . . , c12 = 0

となり仮定に矛盾するので，少なくとも１つの ciが 0でないと仮定する．
仮に今 c1 6= 0であるとすると c2 6= 0となり a1 = ±b1となる
よって．

a1 = −

(
c3

c1

)
a2 − . . . −

(
c11

c1

)
a6
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となりベクトル anはゼロベクトルでは無い．
　ある ci (i = 3, 5, 7, 9, 11)は 0ではない．仮に今この ci を c5 とし c5 6= 0とすると
a3 = ±b3となる．
　よって a1 = ±b1,a3 = ±b3を満たす配置が考えられる．つまり 2本のアームが伸びる
状態になるか，折れ曲がる状態になる．
　しかし，0 < R < 2, R 6= 1より幾何学的にそのような配置は不可能である．よって
∂fk(k = 1, . . . , 12)が一次従属であるという仮定に矛盾する．
　よって ∂f1, ∂f2, . . . , ∂f12は一次独立である．
　つまり rankF (x) = 12なので陰関数定理より n = 6の場合もM6(R)は閉 2次元微
分可能多様体である．

命題 4.9 ψ(x, y, p1, q1, p2, . . . , q6) = yをM6(R)上のモース関数とする．
ψの臨界点と指数はRが 1より大きいか小さいかによって定まる．

1. 1 < R < 2ならば指数 0,臨界点は 16

指数 1,臨界点は 64個
指数 2,臨界点は 16個

2. 0 < R < 1ならば指数 0の臨界点は 16個
指数 1の臨界点は 448個, 指数 2の臨界点は 16個

証明 x = (x, y, p1, q1, . . . , q6)は ψ = y の臨界点とする．いくつかの ck に対して∑12
k=1 ck∂kfk = (e2, 0, . . . , o)が成り立っている．少なくとも c1, c3, c5, c7, c9, c11のうちの

1個は 0では無い．0でない c2j−1の値により 3つの場合がある．
Case1: 6個ある c2j−1のうち 1個だけが 0でない．
Case2: 6個ある c2j−1のうち 2個だけが 0でない．
Case3: 6個ある c2j−1のうち 2個以上が 0でない．

　まずCase1の場合から考える．
6個ある c2j−1のうち 1個だけが 0でないと仮定しその値を c2k−1とする．仮に k = 1で
あるとすると c3, c5, c7, c9, c11 = 0である．よって

c1a1 = e2

−c1a1 + c2b1 = 0

c3, c5, c7, c9, c11 = 0

16



が同時に成り立ち
a1 = ±b1 = ±e2

という式が導かれる一般に戻すと

ak = ±bk = ±e2

となる．

1. ak = bk = ±e2

この場合 0 < R < 2という条件に矛盾する

2. ak = −bk = ±e2

0 < R < 1の場合のみ成り立つ．

　上の (2)の場合 a1, . . . , a6から 1個選ぶのが 6通り,選んだ akが ak = ±e2となるので
2通り，残りの 5本のアームが上か下かにより 25通りある．
よって 6×2×25 = 384よりCase(1)で ak = −bk = ±e2の場合，384通りの配置がある．

補題 4.10 　上の Case(1)で 0 < R < 1の時 ak = −bk = ±e2となる場合を考える．
C = Bk である ak = −bk = ±e2があるならばx = (x, y, p1, q1, p2, . . . , q6)は指数 1の関
数 ψの臨界点である

証明 　対称性により以下の 3つの場合に分けて考える．

1. k = 1かつ a1 = −b2 = e2の場合
　 (ξ1, ξ2) = (p1 −R, p4 + R)として xの近傍に局所座標を取る．この場合の配置
は以下のようになる．

B4

N1

B3 B2

B6B5

N4

C=B1

2N

図 4.7:
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　モース関数 ψを構成する．N1 = (R, 1),N4 = (0,
√

1 − R2),ρ = |N1N4|のとき

ψ(ξ1, ξ2) =
1

2

(√
1 − ξ1

2 +

√
1 − ξ2

2

)
−

2R + ξ1 − ξ2

ρ

√
1 − ρ2

4
= y

となる．次にこの ψ(ξ1, ξ2)のHesse行列Hを考える．
　 (ξ1, ξ2)=(0,R)のとき，H11 = 0 ,H22 < 0となり対角成分に負のものが 1個並ぶ
ので臨界点 xの指数は 1である事が証明出来た．

2. k = 2かつ a2 = −b2 = e2の場合
この場合の配置は次のようになる．

N2

C=B2

B5

B B

B

B

1

3

4

6

N5

図 4.8:

→ B4
 C=B1

BB

B

B

23

5

6

N1

図 4.9:

−
π

3
回転した後の C の座標を (x′, y′)とし回転する前の C の座標を (x, y)とする

と以下のように表せる．

(
x

y

)
=

 cos
π

3
sin

π

3

sin
π

3
cos

π

3


(

x′

y′

)
=


1

2
x′ −

√
3

2
y′

√
3

2
x′ +

1

2
y′


となり y座標にあたる成分に注目する.

ϕ : M6(R) → R, ϕ =

√
3

2
x′ +

1

2
y′ = y

18



a1 =

√
3

2
e1 +

1

2
e2 = −b1

　 (ξ1, ξ2) = (p1 − R, p4 + R)という局座標を取る.次の図のようにアームの配置
を少しずらすことにより，(x′, y′)の座標を求める．このとき三角形 aN4N1と三
角形 cbCが相似であることを利用する．

B B4 1

N

N

4

1a

b
c

C(x,y)

図 4.10:

y′ = ψ(ξ1, ξ2) =
1

2

(√
1 − ξ1

2 +

√
1 − ξ2

2

)
+

2R + ξ1 − ξ2

ρ

√
1 −

ρ2

4

x′ =
ξ1 + ξ2

2
+

√
1 − ξ1

2 −
√

1 − ξ2
2

ρ

√
1 −

ρ2

4

よってモース関数 ϕは以下の式になる

ϕ =

√
3

2

1

2

(√
1 − ξ1

2 +

√
1 − ξ2

2

)
+

2R + ξ1 − ξ2

ρ

√
1 −

ρ2

4


+

1

2

ξ1 + ξ2

2
+

√
1 − ξ1

2 −
√

1 − ξ2
2

ρ

√
1 −

ρ2

4
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このモース関数 ϕのHesse行列Hを求めると

∂2x

∂ξ1
2 =

∂2y

∂ξ1
2 = 0

∂2x

∂ξ1∂ξ2

< 0,
∂2y

∂ξ1∂ξ2

< 0

となることから k = 2かつ a2 = −b2 = e2の場合，臨界点の指数は 1である．

3. k = 2かつ a1 = −b2 = −e2の場合

　この場合の配置は以下のようになる．上の (2)の場合と同様に−
π

3
回転させる

ことにより，モース関数を構成しHesse行列Hを計算すると, 指数が１であるこ
とがわかる．

 
C

B

B

B

B

B B

1

23

4

5 6

図 4.11: test1

→

 
B

B

B

B

B B

1

2

3

4

5 6

N

N1

4

図 4.12: test2

Case2

　 c2j−1と c2i−1のちょうど２個のみが 0でない場合

∑12
k=1 ck∂kfk = (e2, 0, . . . , o)において,仮に c1 6= 0, c3 6= 0とすると

c4 = c6 = c8 = c10 = c12 = 0

c1a1 + c3a3 = e2

−c1a1 + c2b1 = 0

c3a2 + c4b2 = 0
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が同時に成り立つ．
　これより

a1 = −c2

c1

b1, a2 = −c4

c3

b2

となる．つまり i 6= jのとき c2i−1と c2j−1がゼロでないとする．
　 ai = ±bi,aj = ±bjが成り立つ．
　仮に ai = −biかつ aj = bj となるときのことを考える．つまりアームの一つが伸び
てもう一方のアームが折れ曲がるという配置を考える．
　このときC = Niかつ aj = bjこの状態はR = 1対し |CBk| > 2となり幾何学的に不
可能な配置になる．　同様に ai = biかつ aj = −bj もありえない配置となる．よって
ai = biかつ aj = bjとなる．幾何学的な立場からすると |i − j| = ±1かつ

−−→
BiNi =

−−→
NiC

かつ
−−−→
BjNj =

−−→
NjC というベクトルが内側へ向く配置が考えられる．

　これらを満たす配置を以下の３パターンに分けて考える．

1. {i, j} = {5, 6}の場合
xの周りの局座標系をとり b6 =

−−−→
B6N6, b5 =

−−−→
B5N5をとることができる．この配置

においては臨界点は 24 = 16より 16個存在する．
　アームの配置を少しずらすことによりロボットの座標である (x, y)を求めモー
ス関数を構成する．
　このときモース関数は次のようになる．

ξ5 = p5 +
R

2

ξ6 = p6 −
R

2

のとき

y = −
R
√

3

2
+

ξ6 − ξ5 + R

ρ

√
1 − ρ2

4
+

√
1 − ξ6

2 +
√

1 − ξ5
2

2

となり,モース関数 yのHesse行列Hを求める. 　 ξ5 =
R

4
, ξ6 = −

R

4
のとき

H =


−

1

2

(
1 −

R2

16

)− 3
2

0

0 −
1

2

(
1 −

R2

16

)− 3
2
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となり，H11 < 0 , H22 < 0より指数が 2 となることがわかった．

B4  B1

BB

B

B

23

5

6

C

図 4.13:

2. {i, j} = {2, 3}の場合
{i, j} = {5, 6}の場合と同様に考える．　xの周りの局座標系をとり,b2 =

−−−→
B2N2, b3 =

−−−→
B3N3ととることができる．この配置においては臨界点は 24 = 16より 16個存在
する．
　アームの配置を少しずらすことによりロボットの座標である (x, y)を求めモー
ス関数を構成する．

ξ2 = p2 −
R

2

ξ3 = p3 +
R

2

とする．
　モース関数は以下のようになる．

ψ =
R
√

3

2
−

√
1 − ξ3

2 +
√

1 − ξ2
2

2
−

(ξ2 − ξ3 + R)

√
1 −

ρ2

4

ρ
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モース関数 ψのHesse行列Hを求める. ξ2 = −
R

4
, ξ3 =

R

4
のとき

H =


1

2

(
1 −

R2

16

)− 3
2

0

0
1

2

(
1 −

R2

16

)− 3
2



となり，H11 > 0 , H22 > 0より，指数が 0となることがわかった．

 

C

B

B

B

B

B B

1

23

4

5 6

図 4.14:

3. {i, j} = {1, 2}, {3, 4}, {4, 5}, {6, 1}の場合
　この場合，64 = 4 × 24個の臨界点を持つ．いま，{i, j} = {6, 1}の場合を考え

る．{i, j} = {6, 1}となる配置は次の図のようになる．−
π

3
回転した後の Cの座

標を (x′, y′)とし回転する前のCの座標を (x, y)とすると以下の図のようになる．

(
x

y

)
=

 cos
π

3
sin

π

3

sin
π

3
cos

π

3


(

x′

y′

)
=


1

2
x′ −

√
3

2
y′

√
3

2
x′ +

1

2
y′


となり y座標にあたる成分に注目する

ϕ : M6(R) → R, ϕ =

√
3

2
x′ +

1

2
y′ = y
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a1 =

√
3

2
e1 +

1

2
e2 = −b1

ξ5 = p5 +
R

2

ξ6 = p6 −
R

2

　として (x′, y′)の周りに局座標をとる．(x′, y′)の座標は以下のようになる．

y′ = −
R
√

3

2
+

ξ6 − ξ5 + R

ρ

√
1 − ρ2

4
+

√
1 − ξ6

2 +
√

1 − ξ5
2

2

x′ =
ξ6 − ξ5 + R

ρ
−

√
1 − ξ6

2 −
√

1 − ξ5
2

ρ

√
1 −

ρ2

4

(x′, y′)の座標は上のようになり，

ϕ =

√
3

2

(
−

R
√

3

2
+

ξ6 − ξ5 + R

ρ

√
1 − ρ2

4
+

√
1 − ξ6

2 +
√

1 − ξ5
2

2

)
(4.11)

+
1

2

(
−

R
√

3

2
+

ξ6 − ξ5 + R

ρ

√
1 − ρ2

4
+

√
1 − ξ6

2 +
√

1 − ξ5
2

2

)
(4.12)

モース関数，ϕは上のように構成される．モース関数ϕのHesse行列Hを ξ5 = R
4
,

ξ6 = −R
4
として求めると，各成分は以下のようになる．

H12 = H21 = 0

H11 =
8
√

3

R

(
4 −

R2

4

) −
4(

4 −
R2

4

) 3
2 > 0

H22 = −
8
√

3

R

(
4 −

R2

4

) −
4(

4 −
R2

4

) 3
2 < 0

　以上によりモース関数 ϕのHesse行列Hは，x0における指数が 1となること
がわかった．
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B

BB

B

B B

1

23

65

6

C(x,y)

図 4.15:

Case3の場合を考える．
　 6個ある c2j−1のうち 2個以上が 0でないと仮定する．いま，仮に i 6= j 6= kである
ときに c2i−1, c2j−1, c2k−1が 0でないと仮定する．

12∑
k=1

ck∂kfk = (e2, 0, . . . , . . . , 0)

において仮に c1 6= 0, c3 6= 0, c5 6= 0とすると，

c8 = c10 = c12 = 0

c1a1 + c3a2 + c5a3 = 1

−c1a1 + c2b1 = 0

−c3a2 + c4b2 = 0

−c5a3 + c6b3 = 0

より
a1 = −c2

c1

b1

a2 = −c4

c3

b2

a3 = −c6

c5

b3

よって，
ai = ±bi
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aj = ±bj

ak = ±bk

となる．このとき，|i− j|, |j − k|, |k − i| のうちの少なくともひとつは±2あるいは±3

となる．
　以上の式より３本のアームがそれぞれ伸びるか，折れ曲がるかの配置をとることが
わかる．しかしそのような配置は幾何学的に不可能であるためCase3の場合は考えな
いことにする．
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